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Un modèle de marches est défini par un ensemble de
pas et une région du plan

S = f(1; 2); (1;�1)g
R = Z� Z�0

R(S) =

(

S = f
N

(1; 0);
E

(0; 1);
S

(�1; 0);
O

(0;�1)g
R = Z

�0 � Z�0

But: Estimer le nombre de marches de
longueur n qui ne sort pas le région
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Exemples: Formules asymptotiques
R Z� Z Z� Z�0 Z�0 � Z�0

S =

wn = 4n hn � c 4nn�1=2 qn � c4nn�2=3

S =

wn = 5n hn � c 4:46nn�3=2 qn � c 4:3n�(n)



Aujourd’hui: le facteur de croissance

qn ?
� c KS

n
�(n)

Région: Q = Z�0 � Z�0 qn := # de marches de longueur n
KS est le facteur de croissance

KS = limn!1 q1=n
n qn ./ K n

S

K�1
S est la singularité dominante de la série génératrice

KS existe pour ces modèles

KS depend de la dérive de S �(S) =
P

s2S s

Les excursions sont impliquées dans cette histoire



Une interprétation simple de KS

qn ?
� c KS

n
�(n)

Stratégie
On décrit des bornes supérieures pour KS en utilisant les
modèles dans un demi-plan, qui sont bien compris.

# � #

Nous montrons comment trouver le “meilleur demi-plan” pour
obenir une borne sur le facteur de croissance. Un retrouve des
formules connus.



1. Marches dans un
demi-plan



Le plan entier W = Z� Z

S � Z� Z, fini
wn =# marches de longueur n qui ne sortents pas de
W

Chaque séquence de S� est une marche unique

Dénombrement

wn = jSjn =) limn!1(jwn j)1=n = jSj
Série génératrice W (z ) =

P jSjnz n = 1
1�jSjz

Dualité entre les singularités et le comportement asymptotique:

W (z ) a une singularité dominante à z = 1
jSj
$ wn ./ jSjn
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Le demi-plan H = Z� Z�0
S � Z� Z, finit
hn=# marches de longueur n qui ne sortents pas
de H

Bijection avec les marches unidimensionelles:

H ( ) � H ("; "; #; #; #)

�(u) =
P

a2A ua 9! point critique � > 0 : �0(� ) = 0

Théoreme 1. [Banderier+Flajolet 02]

Soit A un multi-ensemble finit d’entiers (+conditions).
Le nombre hn de marches de longueur n dans H (A) satisfait:

hn ./ jAjn si
X
a2A

a � 0; hn ./ �(� )n sinon:

Le nombre d’excursions en de longueur n satisfait en ./ �(� )n .

dérive + le plan entier dérive – excursions
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Illustration de ce résultat
Eléments
�(u) =

P
a2A ua � satisfait �0(� ) = 0 �(A) =

P
a2A a = �0(1)

Théorème 1: hn ./ jAjn| {z }
�(A)�0

ou hn ./ �(� )n| {z }
�(A)<0

en ./ �(� )n

Exemples
S A �(A) �(u) � �(� ) jAj

f1; 0;�1; 0g 0 2+ u1 + u�1 1 4 4

f2; 0;�1g 1 u2 + 1+ u�1 0.79 2.89 3

f2;�1;�1g 0 u2 + 2u�1 1 3 3

f2;�2;�1g -1 u2 + u�1 + u�2 1.12 2.94 3

: : : f2;�100;�1g -99 u + u�1 + u�100 1.04 2.06 3

Remarque Si �(A) = 0 = �0(1) alors � = 1 =) �(� ) = jAj
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Extension aux pas réels

Nous étendons le Théorème 1 aux pas réels:

Théorème 2. [Johnson+M.+Yeats]

Soit A un multi-ensemble de nombres réels avec au moins un
nombre positif et un nombre négative. Le nombre hn de
marches de longueur n dans H (A) satisfait

hn ./ jAjn si �(A) � 0 et hn ./ �(� )n sinon.

Preuve: Commencer par des pas rationnels, et faire un
“squeeze”. IMPORTANT: F (hx1; : : : ; xni;u) =

P
uxi est une

fonction lisse et donc �A(�A) est continue vue comme une
fonction de “A”.
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Marches dans les autres demi-plans

1. Trouver le “progrès” dans
la direction de la normal à la
pente:

y � �2x
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=) Appliquer Théorème 2.

S! A(m) := fim + j : (i ; j ) 2 Sg ! h (m)
n ./ KS(m)n



Marches dans les autres demi-plans
1. Trouver le “progrès” dans
la direction de la normal à la
pente:

y � �2x

2. Faire tourner et mettre à
l’échelle:

Ça devient un modèle dans le demi-plan usuel, aux pas réels
=) Appliquer Théorème 2.

S! A(m) := fim + j : (i ; j ) 2 Sg ! h (m)
n ./ KS(m)n

m = 0! demi-plan supérieur m =1! demi-plan droit

e.g S = : A(1) = f0; 1; 0;�1;�1g;A(2) = f1; 1;�1;�2;�3g



2. Quart de plan
Résultats connus



Quart de plan Q = Z
�0 � Z�0 Petits pas

S � f0;�1g � f0� 1g =
qn= # marches de longueur n dans Q

79 modèles non isomorphes, non triviaux

Dénombrement
Méthode “Orbit sum” : 22 modèles: Séries génératrices exprimée
comme diagonales de fonctions rationnelles. [Bousquet-Mélou+ M. 10]

Approche computationnelle: 22+1 [Bostan+Kauers 09]

Approche analytique: 23+51 [Fayolle+Raschel 10, Kurkova+Raschel 11]

Méthode du noyeau “itéré” : 5 derniers modèles SGs +
asymptotique [M.+Rechnitzer 09, Melczer+M.] **

Enumération asymptotique des excursions [Denisov+Wachtel 11 ,

Bostan+Raschel+Salvy 12] **
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Bostan + Kauers 09: Approche computationnelle

Cette approche est applicable au ceux qui satisfont les équations
différentielles linéaires à coefficients polynomiaux (D-finie)

1 Générer 100 terms de la série
Q(t) = 1+ t + 3t2 + 7t3 + 17t4 + : : :

2 Essayez de faire entrer dans une équation différentielle
4t2(t + 1)(3t � 4)(3t � 1)3(9t2 + 3t + 1)Q 0000(t) + : : :

3 Déterminer les racines du polynôme de tête
0;�1; 4=3; 1=3;�1

6(1+
p
3i);�1

6(1+
p
3i)

4 Prendre le plus petit nombre réel positif
qn ./ 3n

5 Ils décrivent comment prouver que la eq diff est valide
6 Une approche générale - très utile pour les expériences



Bostan + Kauers 09: Approche computationelle

Automatic Classification of Restricted Lattice Walks 13

Appendix
Table 1 D-finite series and their step sets in 2D. The equation sizes columns refer to (minimal) recurrence
equation, differential equation, and algebraic equation, respectively. Example: The series F (t; 1, 1) for Krew-
eras walks (A151265) satisfies a differential equation of order 4 with polynomial coefficients of degree 9 and
an algebraic equationP (F (t; 1, 1), t) = 0 for a polynomialP (T, t) of degree 6 in T and 8 in t. The coefficient
sequence of F (t; 1, 1) satisfies a recurrence equation of order 6 with polynomial coefficients of degree 4. The
labels used in the columns “OEIS Tag” are taken from Sloane’s On-Line Encyclopedia of Integer Sequences
http://www.research.att.com/∼njas/sequences/. Constants in the asymptotics columns are
abbreviatedA = 1+

√
2, B = 1+2

√
2, C = 1+

√
3, D = 1+2

√
3, E =

√
6(379 + 156

√
6) (!), F = 1+

√
6.

OEIS Tag Steps Equation sizes Asymptotics OEIS Tag Steps Equation sizes Asymptotics

A000012 · · ·· ·· · •
1, 0 1, 1 1, 1 1 A000079 · · ·· ·· ••

1, 0 1, 1 1, 1 2n

A001405 · · ·· ·• · •
2, 1 2, 3 2, 2

√
2

Γ( 1
2
)

2n

√
n

A000244 · · ·· •· ••
1, 0 1, 1 1, 1 3n

A001006 · · •• ·· • ·
2, 1 2, 3 2, 2

3
√

3

2Γ( 1
2
)

3n

n3/2
A005773 · · ·· ·•••

2, 1 2, 3 2, 2
√

3

Γ( 1
2
)

3n

√
n

A126087 · · ·• ·• · •
3, 1 2, 5 2, 2

12
√

2

Γ( 1
2
)

23n/2

n3/2
A151255 • · ·· •• · ·

6, 8 4, 16 –
24

√
2

π

23n/2

n2

A151265 · • ·• ·· · •
6, 4 4, 9 6, 8

2
√

2

Γ( 1
4
)

3n

n3/4
A151266 · · •• ·· · •

7, 10 5, 16 –
√

3

2Γ( 1
2
)

3n

√
n

A151278 • · ·· •· • ·
7, 4 4, 12 6, 8

3
√

3√
2Γ( 1

4
)

3n

n3/4
A151281 · · ·· •• · •

3, 1 2, 5 2, 2
1

2
3n

A005558 · · •• •• · ·
2, 3 3, 5 –

8

π

4n

n2
A005566 · • ·• •· • ·

2, 2 3, 4 –
4

π

4n

n

A018224 • · •· ·• · •
2, 3 3, 5 –

2

π

4n

n
A060899 · · ·• •• · •

2, 1 2, 3 2, 2
√

2

Γ( 1
2
)

4n

√
n

A060900 • · ·• •· · •
2, 3 3, 5 8, 9

4
√

3

3Γ( 1
3
)

4n

n2/3
A128386 • · ·• ·• · •

3, 1 2, 5 2, 2
6
√

2

Γ( 1
2
)

2n3n/2

n3/2

A129637 · · ·· ••••
3, 1 2, 5 2, 2

1

2
4n A151261 • · ·• •• · ·

5, 8 4, 15 –
12

√
3

π

2n3n/2

n2

A151282 · · ·• ·•••
3, 1 2, 5 2, 2

A2B3/2

23/4Γ( 1
2
)

Bn

n3/2
A151291 · · •• •· · •

6, 10 5, 15 –
4

3Γ( 1
2
)

4n

√
n

A151275 • · •• ·• · •
9, 18 5, 24 –

12
√

30

π

(
√

24)n

n2
A151287 • · •• •· • ·

7, 11 5, 19 –
√

8A7/2

π

(2A)n

n2

A151292 • · ·• ·•••
3, 1 2, 5 2, 2

4
√

3C2D3/2

8Γ( 1
2
)

Dn

n3/2
A151302 • · •· ·•••

9, 18 5, 24 –
√

5

3
√

2Γ( 1
2
)

5n

√
n

A151307 · • ·• •• · •
8, 15 5, 20 –

√
5

2
√

2Γ( 1
2
)

5n

√
n

A151318 · · ·• ••••
2, 1 2, 3 2, 2

p

5/2

Γ( 1
2
)

5n

√
n

A129400 · ••• ••• ·
2, 1 2, 3 2, 2

3
√

3

2Γ( 1
2
)

6n

n3/2
A151297 •• ·• ••• ·

7, 11 5, 18 –
√

3C7/2

2π

(2C)n

n2

A151312 • · •• •• · •
4, 5 3, 8 –

√
6

π

6n

n
A151323 •• ·• •· ••

2, 1 2, 3 4, 4
√

2 33/4

Γ( 1
4
)

6n

n3/4

A151326 · • ·• ••••
7, 14 5, 18 –

2
√

3

3Γ( 1
2
)

6n

√
n

A151314 •••• ·•••
9, 18 5, 24 –

EF 7/2

5
√

95π

(2F )n

n2

A151329 • · •• ••••
9, 18 5, 24 –

p

7/3

3Γ( 1
2
)

7n

√
n

A151331 •••• ••••
3, 4 3, 6 –

8

3π

8n

n



Fayolle + Raschel 12: Approche analytique

1 Basée sur [Fayolle+Iasnogorodski+Malyshev 99]: une équation
fonctionnelle à trois variables + une uniformisation très
astucieuse

2 Ils en déduisait une expression intégrale pour les SG, et
leurs singularités dominantes:

E(z ) = � 1
2�iz

Z
Mz

tY0(t ; z )
w 0(t ; z )

w(t ; z )� w(x 0; z )
dt

“Prop. 4.4 The dominant singularity of E(z ) is the smallest
positive value of z for which the genus of the algebraic curve
f(x ; y) 2 C2 : xy �P(i ;j )2S x iy j = 0g jumps from 1 to 0.”

3 Un travail impressionnant, mais qui manque d’intuition
pour les combinatoriciens; c’est uniquement les petits pas;
et il manque des démonstrations.



Fayolle + Raschel 12: Approche analytique

Éléments
Inventaire: P(x ; y) =

P
(i ;j )2S x iy j point critique de P= (�; �)

Dérive: �(S) =
P

s2S s Px (�; �) = Py(�; �) = 0

Co-variance: c(S) = Pxy(1; 1)� Px (1; 1)Py(1; 1)

Résultats - [Remark 5]
�(S) lim(qn)

1=n

f+; 0g � f+; 0g jSj

(+;�) [y0]P(1; y) + 2
p

[y�1]P(1; y) � [y]P(1; y)

(�;+) [x0]P(x ; 1) + 2
p

[x�1]P(x ; 1) � [x ]P(x ; 1)

(0;�) c � 0: [y0]P(1; y) + 2
p

[y�1]P(1; y) � [y]P(1; y); c < 0 : P(�; �)

(�; 0) c � 0: [x0]P(x ; 1) + 2
p

[x�1]P(x ; 1) � [x ]P(x ; 1); c < 0 : P(�; �)

(�;�) P(�; �)



Excursions

Éléments
Inventaire: P(x ; y) =

P
(i ;j )2S x iy j point critique de P= (�; �)

Dérive: �(S) =
P

s2S s Px (�; �) = Py(�; �) = 0

Co-variance: c(S) = Pxy(1; 1)� Px (1; 1)Py(1; 1)

Théorème [Denisov+Wachtel 11; Bostan+Raschel+Salvy 12]

Soit S � f�1; 0g2 un ensemble apériodique, qui définit un
modèle de quart de plan non trivial, et non singulière. Le
nombre d’excursions en en satisfaire

en ./ P(�; �)n :
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(�;�) P(�; �) excursions

Très semblable au cas du demi-plan, après tout...



Fayolle + Raschel 12: Approche analytique

Éléments
Inventaire: P(x ; y) =

P
(i ;j )2S x iy j point critique of P : (�; �)

Dérive: �(S) =
P

s2S s Px (�; �) = Py(�; �) = 0

Co-variance c(S) = Pxy(1; 1)� Px (1; 1)Py(1; 1)

�(S) lim(qn)
1=n

f+; 0g � f+; 0g jSj plan entier # marches qui termine sur l’axe
(+;�) [y0]P(1; y) + 2

p
[y�1]P(1; y) � [y]P(1; y)

(�;+) [x0]P(x ; 1) + 2
p

[x�1]P(x ; 1) � [x ]P(x ; 1)

(0;�) c � 0: [y0]P(1; y) + 2
p

[y�1]P(1; y) � [y]P(1; y); c < 0 : P(�; �)

(�; 0) c � 0: [x0]P(x ; 1) + 2
p

[x�1]P(x ; 1) � [x ]P(x ; 1); c < 0 : P(�; �)

(�;�) P(�; �) excursions

Très semblable au cas du demi-plan, après tout...



3. Quart du plan
Une nouvelle approche



L’idée

S � Z� Z, fini.

# � #

Nous montrons comment trouver le “meilleur demi-plan” pour
obenir une borne sur le facteur de croissance et
remarquablement on retrouve les formules de Fayolle et Raschel.



L’idée

S � Z� Z, fini.

# � #

Nous montrons comment trouver le “meilleur demi-plan” pour
obenir une borne sur le facteur de croissance et
remarquablement on retrouve les formules de Fayolle et Raschel.



Exemple 1: S =

Borne qn par le nombre de marches hn dans le demi-plan fy � 0g.
1 On applique Thm 1. à A = f1;�1;�1;�1g:

�(A) = �2 �(u) = u + 3u�1 � =
p
3

hn ./ �(� )n = 2
p
3
n

2 Alors, qn ./ K n
S et KS � 2

p
3.

Pour comparer:

1 B+K Devine: KS = 2
p
3

2 F+R Calcul: KS = 2
p
3
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Exemple 2: S =

1 A(0) = f1; 0;�1;�1;�1g: Thm 1 =) h (0)
n ./ 4:46n

2 B+K: ne marche pas * le modèle n’est pas D-finie.

3 F+R: qn ./ 4:214n (comme excursions)

Le demi-plan y � 0 n’est pas optimal.

On essaie: y � �2x

y � �2x
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A(2) = f1; 1;�1;�2;�3g

On applique Thm 1. à A(2): h (2)
n ./ 4:39n , c’est meilleur, mais

peut-on faire mieux? Comment?



Exemple 2: S =

1 A(0) = f1; 0;�1;�1;�1g: Thm 1 =) h (0)
n ./ 4:46n

2 B+K: ne marche pas * le modèle n’est pas D-finie.

3 F+R: qn ./ 4:214n (comme excursions)

Le demi-plan y � 0 n’est pas optimal. On essaie: y � �2x

y � �2x
�!

A(2) = f1; 1;�1;�2;�3g
A(m) = f1;m � 1; �1; �m � 1; �mg

On applique Thm 1. à A(2): h (2)
n ./ 4:39n , c’est meilleur, mais

peut-on faire mieux? Comment?



Resumé

Modèle: S � Z� Z, dans le demi plan y � �mx .

h (m)
n = nombre de marches de longueur n .

Facteur de croissance: h (m)
n ./ KS(m)n

� A(m) marches unidimensionnelles dans y � 0.

On utilise A(m) pour calculer KS(m) (Thm 1 ou 2)

KS � KS(m)

On sait calculer KS(m) pour tout m 2 [0;1].



Resumé

Modèle: S � Z� Z, dans le demi plan y � �mx .

h (m)
n = nombre de marches de longueur n .

Facteur de croissance: h (m)
n ./ KS(m)n

� A(m) marches unidimensionnelles dans y � 0.

On utilise A(m) pour calculer KS(m) (Thm 1 ou 2)

KS � KS(m)

On sait calculer KS(m) pour tout m 2 [0;1].



Des bornes

Élements
Modèle: S � Z� Z, dans le demi plan y � �mx .

h (m)
n = nombre de marches de longueur n . h (m)

n ./ KS(m)n

Model S KS KS(0) KS(1=2) KS(1) KS(2) KS(1) optimum m

4 4 4 4 4 4 R
�0

3.464 3.464 3.505 3.611 3.810 4 0

3.800 3.828 3.803 3.800 3.803 3.828 1

4.214 4.828 4.389 4.219 4.258 4.464 0.871

Théorèm. [Johnson+M.+Yeats]

KS (m) est une fonction continue et convexe pour m 2 [0;1]. Donc,
elle possède une valeur minimale sur cet intervalle.



Des bornes
Élements
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Remarques

�(S)! (� 0;� 0) =) KS(m) = jSj pour tout m � 0.
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Théorèm. [Johnson+M.+Yeats]

KS (m) est une fonction continue et convexe pour m 2 [0;1]. Donc,
elle possède une valeur minimale sur cet intervalle.
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Resultats

Proposition.
Soit (�; �) le point critique de P(x ; y) =

P
(i ;j )2S x iy j , alors

m = log(�)
log(�) est un point critique de KS(m).

Si � = log(�)= log(�) � 0, alors c’est la “meilleure” pente. Sinon,
prendre � = 0 ou � =1
Théorème.
Soit S un modèle de petit pas. Alors

KS = minm�0 KS(m) = KS(�):

Exemple. S =

P(x ; y) = y + 1
y (x + 1+ 1

x ) +
1
x (�; �) = (1:676; 1:809)

� = log(1:67)= log(1:80) = 0:871 =) KS = KS(:871) = 4:214
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m = log(�)
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Éléments de la preuve I.

KS(m) =

(
�m(�m) si �(A(m)) < 0;
jSj sinon:

�m > 0 satisfait la condition �0m(�m) = 0.

�m(u) =
P

umi+j = P(um ;u)

Point critique de P $ Point critique de �m(u)

Observation

� = log(�)= log(�) =) ��(��) = P(�; �):

parité de � depend à le pente.



Éléments de la preuve II: Comparison

Éléments
Inventaire: P(x ; y) =

P
(i ;j )2S x iy j point critique of P : (�; �)

Dérive: �(S) =
P

s2S s Px (�; �) = Py(�; �) = 0

Co-variance c(S) = Pxy(1; 1)� Px (1; 1)Py(1; 1)

�(S) lim(qn)
1=n

f+; 0g � f+; 0g jSj KS(m) 8m � 0
(+;�) [y0]P(1; y) + 2

p
[y�1]P(1; y) � [y]P(1; y) KS(0)

(�;+) [x0]P(x ; 1) + 2
p

[x�1]P(x ; 1) � [x ]P(x ; 1) KS(1)
(0;�) c � 0: [y0]P(1; y) + 2

p
[y�1]P(1; y) � [y]P(1; y); c < 0 : P(�; �)

(�; 0) c � 0: [x0]P(x ; 1) + 2
p

[x�1]P(x ; 1) � [x ]P(x ; 1); c < 0 : P(�; �)

(�;�) P(�; �) KS(log�= log �)

On “explique” les excursions aussi.



Extensions etc.
Dimension = 3:

Au lieu d’un minimum sur les pentes, on regarde les plans,
et on construit un modèle unidimensionnel dans la
direction de la norme.
On a retrouvé le facteur de croissance deviné par
Bostan+Bousquet-Mélou+Kauers+Melczer dans chacun de
leur exemples.
Pourquoi pas dim > 3?
Facteurs sous-exponentieles?
Excursions: limn!1 e1=n

n = minm2RKS(m) Comment
intérpreter m?

But immédiat
Démontrer avec la combinatoire que le cas général tient la route:

KS = min
m�0

KS(m) = K (�)



Merci Beaucoup!



This should work in higher dimensions

Conjecture
Let S � Zd be a finite multiset of steps. Let KS be the
exponential growth of such walks restricted to the first orthant.
Assume there is at least one such walk of every length. Let H
be the set of hyperplanes through the origin in Rd which do not
meet the interior of the first orthant. Given H 2 H let KS(H )

be the exponential growth of the walks with steps from S which
are bounded on the side of H which includes the first orthant.
Then

KS = min
H

KS(H ):

These bounds should guide an extension of F+R to higher
dimensions. Denisov + Wachtel have some results on
excursions, but they must first be interpreted.




