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Introduction Définitions

Qu’est-ce qu’une urne de Pdlya?

o — 0000
Uniformément
au hasard

® — 0000

R=

31]
22
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il
Plus généralement

Une urne de Pdlya est décrite par :

@ Composition initiale : @ Matrice de remplacement :

o= (3) R=(25)

On suppose :
@ a,b,c,d > 1 (non extinction)
@ Urne balancée :a+b=c+d =S

On note :
@ m la seconde valeur propre de R

Q@ |0o= % le rapport des deux valeurs propres de R
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Théoremes limites
Vecteur composition :

U(n) - # boules rouges au temps n
~ \ # boules noires au temps n

Théoréme [ATHREYA, JANSON, ...] :
@ Sio< %

U(n)-nvy (loi)

\/ﬁ n—+o0o0

@ Sio> % alors, p.s. et dans tous les LP (p > 1),

N(0,%2).

U(n) =nv; +n°WPTv, +0(n%)

ol (v1,V,) est une base de vecteurs propres de 'R (bien choisie), et
(uz,uy) sa base duale.
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Introduction

Un exemple de trajectoire

1 6 1
2 5

uE) =[] R

Nombre de boules noires

U(0) Nombre de boules rouges

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72
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Un exemple de trajectoire

o) =l

Nombre de boules noires

U1

Nombre de boules rouges

U2
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Un exemple de trajectoire

o) =l

] Nombre de boules noires

ln1

Nombre de boules rouges

&)
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e i v . iz s
Plongement en temps continu

Chaque boule est un réveil qui sonne au bout d’'un temps aléatoire de
loi £xp(1), indépendamment des autres.

Si I'on note 7, la date de la n®™¢ sonnerie,

(U(M)nso 2 (U )0

Théoréme [ATHREYA, JANSON, ...] :

Sio > 5, asymptotiguement quand n tend vers +oo, p.S. et dans tous
les LP (p > 1),

UCT (1) =eStevy (1 +0(1)) +e™W Tv,(1+0(1)),

oul ¢ est de o Gamma(‘”ﬁ)

v
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Plongement en temps continu
Connexions

On s’intéresse aux variables aléatoires W
Ua,p)(N)
DT _ 1 (O‘7B) .
W(aﬂ)_ lim UZ(n—a) et W(aﬂ) lim u,

N—+o00 t—>+00 emt

On sait que (plongement en temps continu) :

(I0|) (loi)

EWeng et WRls =" €W,

ou ¢ etles W, gy sont indépendants dans les deux égalités.

Wes)

CT
(U<a,ﬁ>(t)

|

On sait que [CHAUVIN, POUYANNE, SAHNOUN]
@ WPT et WCT admettent une densité sur R
@ on connait explicitement la transformée de Fourier de weT
@ WPT et WET ont des lois non symétriques
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Temps discret
Urne et forét

‘ Composition de I'urne = nombre de feuilles dans la forét.
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Temps discret
Urne et forét

c d+1

‘ Composition de I'urne = nombre de feuilles dans la forét.
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Temps discret
Urne et forét

a+1 c d+1

‘ Composition de I'urne = nombre de feuilles dans la forét.
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Temps discret
Urne et forét
o B

c d+1

‘ Composition de I'urne = nombre de feuilles dans la forét.

Dk (n) = nombre de feuilles dans le k¢ arbre de la forét a I'étape n :

Dk(n) -1

3 = nombre de pioches dans le k® arbre avant I'étape n
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Structure arborescente Temps discret

Urne et forét

(loi) & (k) Dk(n) -1 a+p (k) Dk(n)-1
U,y (n) =" Ui ( + U S
k=1 k=a+1

Remarque : (D1(n),...,Dq+5(N)) est le vecteur composition d'une
urne de composition initiale '(1,...,1) et de matrice de remplacement

SIO&‘Fﬁ'

Théoréme [ATHREYA] :
1 p.Ss.
E(Dl(n), 000 ,Da+5(n)) m (Vl, 000 )Va+ﬁ))

ol (V1,...,Vasp) est un vecteur de loi Dirichlet(3,..., 1).
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Temps discret
Urne et forét

(loi) & (k) Dk(n) -1 a+p (k) Dk(n)-1
U, (n) =" Ui ( S + U S
k=1 k=a+1

implique

U,z (N (oi) & 1 @ (Dk(n)-1
Zlep)V ) ~u S
u2( ne I(Z::]_uz ne (1,0) S

ap 1 Dx(n) -1

() k

T XY (7))
kgl (”U 1) S

et comme
DT _ |

N—+o0

W (loi) & vew ® paiy veow ®
@) = 2 VK 10 " > WK 1) |
k=1 k=a+1
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Etude de Wy o) €t W g 1)

(Ioi) a+l " K S+1 " K
W0 = ZVkW((l,%ﬁ > VkW((o,)l)
k=1 k=a+2

10) & oK) L X5\ o (K)
W) = ZVkW(1,0)+ > VikWo 1y
k=1 k=c+1
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Temps discret
, ,
Resume

@ on s’est ramenés a I'étude de Wy o) et W 1)

® W10y €t W(g 1y sont solution d’un systeme de point fixe :
.oa+l S+1

Wi 20 S vewd o3 vew )
k=1 k=a+2

(1,0) (0,1)

(loi) c ovns (K) S+1 ouny (K)
W1y = ZVKW(1,0)+ > ViikWio.1
k=1 k=c+1

Quelles informations peut-on extraire de ce systéeme ?

Cécile Mailler (LMV - UVSQ) Urnes de Pdlya 22 Mars 2013

12/24



i
En temps continu

On peut faire le méme raisonnement “arborescent” :
@ on se ramene a I'étude de W(; o) et W(q 1)

o WCT et WCT | sont solution du systéme de point fixe suivant :

(1,0) 0,1)

(loi) a+l (k) S+1 (k)
W) = Um(ZW(LO)Jr > W
k=1 k=a+2

(o) ym [ ® S ®)
Wo,1) ( > Wiio)* ) > 1W(o,1)
k=1 =c+

ou U est uniforme sur [0, 1].

Quelles informations peut-on extraire de ce systeme ?
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Contraction
Contraction

M5 (C) = espace des distributions de probabilité de moyenne C et de
carré intégrable muni de la distance de Wasserstein :

. 12
do(p,v) = min (E(Xy - X5)?
2(p,v) (Xl,Xz)( (X1 -X2)?%)

est un espace métrique complet.
On définit, pour tout bC; + cC, =0,

¢ M2(Cy1) x M2(C2) - M2(Cy1) x M2(Cy),

par
a+l S+1 c S+1
o) = L(U™ S x© L S y®O clum S x®O 4 3 y®
k=1 k=a+2 k=1 k=c+1

ot les X® ~ yetlesY® ~ v (k > 1) sont indépendantes.
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Contraction
Contraction

On montre que ¢ est y/ 2L -Lipschitzienne :

Théoréme :

Pour o > % les systémes de points fixes en temps discret et en temps
continu admettent une unique solution en loi dans
(M2(Cq) x M2(C3),dz ® d).

Remarque : Les moyennes des W sont connues.
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Moments de WECT

S+1
(loi) (k) (k)
Wi0) = u™ (kz W(1 0t ) Z W(o 1))
=a+

(loi ) S (k W
W) = um (kZ ((1 2)) ) E W(o 1)
=Cc+

Propriété [CHAUVIN, POUYANNE, SAHNOUN] :

Les transformées de Laplace de W(1 0) et W(CO 1) ont un rayon de
convergence nul. Autrement dit, pour toute constante C > 0, pour tout
p suffisamment grand,

. E|wCT|p

Cp
p!
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Moments de WECT

(Igi) m a+l (®) S+1 (®)
W10 ="U ZW(LO) + W)
k=1 +2

Weop @ um (w35 W
(01 = kZl ot 21 (0,1)
= +

Propriéteé :

l/p
CT CT . EJWCT P
W(1,0) et W(O,l) admettent tous leurs moments et les suites ( oD )

sont bornées. Les variables W(ClTo) et W(CoTl) sont donc déterminées
par leurs moments.

Via les martingale connexions :

W@l et W@, sont déterminées par leurs moments.

Via I'expression de W, gy en fonction de W3 o) et W(q 1 :
W, gy est déterminee par ses moments.
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Systémes de point fixe Moments

Densites :
Les variables W admettent toutes une densité sur R. J

Soit Yy (t) = Ee™ la transformée de Fourier de W

Si cette transformée de Fourier est inversible, alors W admet une
densité, qui est I'inverse de la transformée de Fourier.

@ Siyy est L?, alors c’est ok. Mais )y n'est pas L...
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Systémes de point fixe Moments

Densites :
Les variables W admettent toutes une densité sur R. J

Soit Yy (t) = Ee™ la transformée de Fourier de W

Si cette transformée de Fourier est inversible, alors W admet une
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Systémes de point fixe Moments

Densites :
Les variables W admettent toutes une densité sur R. J

Soit Yy (t) = Ee™ la transformée de Fourier de W

Si cette transformée de Fourier est inversible, alors W admet une
densité, qui est I'inverse de la transformée de Fourier.
@ Siyy est L?, alors c’est ok. Mais )y n'est pas L...

@ Siyy est L, alors c’est ok. Mais 1 n'est pas L1...

o Siq, estLetsit 20 est| ! alors c'est ok. Ouf!
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Systémes de point fixe Moments

Analyse de Fourier

Point de départ : le systeme en loi vérifié par les lois de W(CLTO) et W(C(:)Tl)

(loi) a+l S+1
x =2umf Sy xt e oy )

k=1 k=a+2

(o) m [y 0, SNk
y 2um Sy x® oy oy ®)
k=1 k=c+1
implique

{wx(t) = E[x (UM)* yy (U™)°]
by (1) = E[tx (U™) gy (UM

Systéme que I'on peut dériver (dérivation sous le signe intégral). On a
des informations sur ¢y et sur ¢y,, on en déduit I'inversion et donc
I'existence d’'une densité pour les variables W.
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Demi-conclusion
La structure arborescente nous permet

@ de se ramener a I'étude des deux urnes dont la composition
initiale est réduite a une boule,

@ d’écrire des systemes d’équation en loi qui caractérisent les
variables W,

@ d’'appliquer a ces systémes des méthodes usuelles (cf. smoothing
equations dans la littérature [Liu, ...]),

@ de montrer I'existence d’'une densité via ce systéme,

@ d’étudier les moments de ces variables.
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Demi-conclusion
La structure arborescente nous permet

@ de se ramener a I'étude des deux urnes dont la composition
initiale est réduite a une boule,

@ d’écrire des systemes d’équation en loi qui caractérisent les
variables W,

@ d’'appliquer a ces systémes des méthodes usuelles (cf. smoothing
equations dans la littérature [Liu, ...]),

@ de montrer I'existence d’'une densité via ce systéme,

@ d’étudier les moments de ces variables.
Est-ce généralisable pour des urnesa d couleurs?
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Grandes urnes a d couleurs Définitions

Définitions
Q1 ail

Ug=1] : et R=] :
Qg ag1

On suppose :
@ Vi,j, a;j >0 (non extinction)
@ l'urne est balancée : Vi, Zf':l aj=S

Vecteur composition :

U(n) =

Cécile Mailler (LMV - UVSQ) Urnes de Pdlya
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# boules de type 1 a I'étape n

# boules de tybe d a I'étape n
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Définitons
Grandes valeurs propres

On écrit R sous forme de Jordan : R = di ag(Jq,...,Jr) avec

Choisissons un bloc de Jordan
@ soit v + 1 la taille de ce bloc de Jordan,
@ soit E le sous-espace stable associé a ce bloc de Jordan,
@ soit A la valeur propre associée a ce bloc de Jordan
@ soit v € E un vecteur propre unitaire pour A.
On supposera que )\ est une grande valeur propre de R, i.e. telle que

,_ReA 1
s T2
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Théoremes limites
Théoréme [PoUYANNE] :

Il existe une variable aléatoire complexe WPT telle que

me(U(n)) _ iWDTV.
n—+oo N¥SIn"n vl

Plongement en temps continu :

Théoréme [JANSON] :

Il existe une variable aléatoire complexe WCT telle que

me(U()) _ iWCTV.
n—+oo @AY !

Connexions :
WwCT (loi) Sué-/\/sWDT et WOT (loi) S—ug—A/SWCT'
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Structure arborescente

@ On se raméne a I'étude de (We, )i-1..4, OU €; correspond a la
composition initiale “une boule de type i”.

@ Les d variables We, sont solution d’'un systéme de d équations en
loi.

@ On se place dans x{ ; M,(m;) muni de la distance de
Wasserstein : il y a unicité de la solution du systéme de point fixe.

@ Que peut-on en déduire sur la loi de Wg, ?
» densité?
» moments ?
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Structure arborescente

@ On se raméne a I'étude de (We, )i-1..4, OU €; correspond a la
composition initiale “une boule de type i”.

@ Les d variables We, sont solution d’'un systéme de d équations en
loi.

@ On se place dans x{ ; M,(m;) muni de la distance de
Wasserstein : il y a unicité de la solution du systéme de point fixe.

@ Que peut-on en déduire sur la loi de Wg, ?
» densité?
» moments ?

Merci de votre attention!
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