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1/3 Introduction au résultat principal



Un probleme d'optimisation définissant le rang.
Configuration: u = (uj)j=1,..n
ex: u=(1,-2,0,1,3,2).




Un probleme d'optimisation définissant le rang.
Configuration: u = (uj)j=1,..n
Ay AN ex: u=(1,-2,0,1,3,2).
Eboulement du sommet i : u — u + JAY,
ex: Ap=(1,-5,1,1,1,1,1).
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Un probleme d'optimisation définissant le rang.
Configuration: u = (uj)j=1,..n
Ay AN ex: u=(1,-2,0,1,3,2).
ev Eboulement du sommet / : v — u+ A;
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Un probleme d'optimisation définissant le rang.
Configuration: u = (uj)j=1,..n
Ay AN ex: u=(1,-2,0,1,3,2).
ev Eboulement du sommet / : v — u+ A;
IR
04‘ A

\ Lo o= (15,11, 1,11).
i.’“;e SEquivalence: u=p ve=u=v+ Soiail;
’A‘e avec (a;); € Z".

A As Identité: >, Aj =0
et donc —A; = Zi#j A
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Un probleme d'optimisation définissant le rang.
Configuration: u = (uj)j=1,..n
Ay AN ex: u=(1,-2,0,1,3,2).
ev Eboulement du sommet / : v — u+ A;
IR
04‘ A

A6elx: Bp=(1,-5,1,1,1,1,1).
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\IKXT1/ n
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u est effective si u =a v > 0.
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Un probleme d'optimisation définissant le rang.
Configuration: u = (uj)j=1,..n
Ay AN ex: u=(1,-2,0,1,3,2).
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Un probleme d'optimisation définissant le rang.
Configuration: u = (uj)j=1,..n
Ay AN ex: u=(1,-2,0,1,3,2).
Eboulement du sommet i : u — u + JAY,
ex: Ay =(1,-5,1,1,1,1,1).
6 Equivalence: u=p ve=u=v+ DIFEIAY,
avec (a;); € Z".
Ag As Identité: Zi A; =0
et donc —A; =37, Aj.
u est effective si u =a v > 0.
degree(u) = Y i, uj
pas effective effective

degree(u) < 0 degree(u) > m—n



Un probleme d'optimisation définissant le rang.
Configuration: u = (uj)j=1,..n
Ay AN ex: u=(1,-2,0,1,3,2).
Eboulement du sommet i : u — u + JAY,
ex: Ap=(1,-5,1,1,1,1,1).
6 Equivalence: u=p ve=u=v+ DIFEIAY,
avec (a;); € Z".
Ag As Identité: Zi A; =0
et donc —A; =37, Aj.
u est effective si u =a v > 0.
degree(u) = Y i, uj

pas effective effective
degree(u) < 0 degree(u) > m—n
rank(u) = min degree(f) — 1.

f>0lu—f pas effective

[Baker,Norine 2007]



Une définition directe du rang sur le graphe complet |

Supposons
u=(ug,...,Up-1;5)

ou 0 <y <i—1etu <ujyqg.
ex:

u=1(0,1,2,3,4,5,6;18)

rank(u) = —1+
n—1

Z max(O, Q—i+u+ 5i<R)

i=1

ous =(n—1)Q + R est une
division euclidienne.



Une définition directe du rang sur le graphe complet |

0001114779
o

Supposons P
U:(U]_,...,Un_]_;S) it
ou 0 <y <i—1etu <ujyqg.

ex:

u=1(0,1,2,3,4,5,6;18)

rank(u) = —1+
n—1

Zmax(O, Q— i+ u +5I<R) .

i=1

ous =(n—1)Q + R est une
division euclidienne.



Une définition directe du rang sur le graphe complet |

0001114779
B

Supposons .’|16
u=(ug,...,Up-1;5) A/'17 6
ou 0 <y <i—1etu <ujyqg. |18| 7
ex: ',"19 8
u=(0,1,2,3,4,5,6;18) ,+720 9

/' 21 101

rank(u) = —1+ ;72211 0

n—1 '/ 2312 1
ZmaX(O,Q—i+Ui+5i<R) A P10 ) 15 N I O A A O
i=1 2514 3

ois=(n—1)Q + Restune 5
division euclidienne.



Une définition directe du rang sur le graphe complet |

0001114779
B

Supposons |16
u=(ug,...,Up-1;5) A/'17 6
ou 0 <y <i—1etu <ujyqg. L 18|
ex: L7 1918
u=(0,1,2,3,4,5,6;18) ,+720 9

/' 21 101

rank(u) = —1+ ;72211 0

n—1 '/ 2312 1
ZmaX(O,Q—i+Ui+5i<R) A P10 ) || N D A O
i=1 25143

ois=(n—1)Q + Restune &
division euclidienne.

3211001212 =14



Une définition directe du rang sur le graphe complet |

Supposons
u=(ug,...,Up-1;5)

ou 0 <y <i—1etu <ujyqg.
ex:

u=1(0,1,2,3,4,5,6;18)

rank(u) = —1+
n—1

> max(0,Q — i+ uj + 6i<r) __
i=1

ous =(n—1)Q + R est une
division euclidienne.

0001114779

72211 0
72312 1

321100 1

R=6 ‘

212 =14



Une définition directe du rang sur le graphe complet Il

Pour toute configuration u et combinaison d'éboulements > . a;A;:

rank u+2a, i) = rank(u).



Une définition directe du rang sur le graphe complet Il

Pour toute configuration u et combinaison d'éboulements > . a;A;:

rank(u + Z a;A\;) = rank(u).

Dans la classe d'équivalence de u il y a une unique n-fonction de
parking parking(u).
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parking parking(u).
Pour toute permutation o € S,-1, .U = (Ug(1)s - - - » Ug(n—1) S)-



Une définition directe du rang sur le graphe complet Il

Pour toute configuration u et combinaison d'éboulements > . a;A;:

rank(u + Z aiAj) = rank(u).

Dans la classe d'équivalence de u il y a une unique n-fonction de
parking parking(u).
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Une définition directe du rang sur le graphe complet Il

Pour toute configuration u et combinaison d'éboulements > . a;A;:

rank(u + Z aiAj) = rank(u).

Dans la classe d'équivalence de u il y a une unique n-fonction de
parking parking(u).

Pour toute permutation o € S,-1, .U = (Ug(1)s - - - » Ug(n—1) S)-
rank(o.u) = rank(u).
Pour toute configuration u, soit o une permutation triant
parking(u), on a donc
rank(u) = rank(o.parking(u))

ou o.parking(u) satisfait les hypotheses nécessaires.



Plan de la suite de I'exposé

v

Cheminement vers la formule directe du rang.

» Calcul de parking(u) et test du caractere effectif.
» Algorithme glouton pour la suppression de grains.
> Interprétation géométrique de la suppression d'un grain.

v

Interprétation géométrique de toutes les suppressions de
grains nécessaire au calcul du rang. (fait.)

v

Etude énumérative (Optionnelle).
» Symmétrie sur la bistatistique (degree, rank) induite par un
théoréme de Baker et Norine.
» Reparamétrisation (xpara, ypara).
» Chemins binomiaux.
» Calculs par empilements de diméres sur une ligne.

v

Remarques.



2/3 Cheminement vers la formule directe du rang.



Calcul naif de la fonction de parking parking(u) sur K.

Une configuration est de parking relativement a un puits si:
elle est stable, positive hors du puits et superstable.

parking(u) = (uy, ..., ul,_4;s") effective si et seulement si s’ > 0.



Calcul naif de la fonction de parking parking(u) sur K.

Une configuration est de parking relativement a un puits si:
elle est stable, positive hors du puits et superstable.

parking(u) = (uy, ..., ul,_4;s") effective si et seulement si s’ > 0.



Calcul naif de la fonction de parking parking(u) sur K.

Une configuration est de parking relativement a un puits si:
elle est stable, positive hors du puits et superstable.

parking(u) = (uy, ..., ul,_4;s") effective si et seulement si s’ > 0.



Calcul naif de la fonction de parking parking(u) sur K.

Une configuration est de parking relativement a un puits si:
elle est stable, positive hors du puits et superstable.

parking(u) = (uy, ..., ul,_4;s") effective si et seulement si s’ > 0.



Calcul naif de la fonction de parking parking(u) sur K.

Une configuration est de parking relativement a un puits si:
elle est stable, positive hors du puits et superstable.

parking(u) = (uy, ..., ul,_4;s") effective si et seulement si s’ > 0.



Calcul naif de la fonction de parking parking(u) sur K.

Une configuration est de parking relativement a un puits si:
elle est stable, positive hors du puits et superstable.

A
AL AB)
Stable

parking(u) = (uy, ..., ul,_4;s") effective si et seulement si s’ > 0.



Calcul naif de la fonction de parking parking(u) sur K.

Une configuration est de parking relativement a un puits si:
elle est stable, positive hors du puits et superstable.

A

AL AB)
Stable
A6)

parking(u) = (uy, ..., ul,_4;s") effective si et seulement si s’ > 0.



Calcul naif de la fonction de parking parking(u) sur K.

Une configuration est de parking relativement a un puits si:
elle est stable, positive hors du puits et superstable.

A

AL AB)
Stable
A6)

A(6)

parking(u) = (uy, ..., ul,_4;s") effective si et seulement si s’ > 0.



Calcul naif de la fonction de parking parking(u) sur K.

Une configuration est de parking relativement a un puits si:
elle est stable, positive hors du puits et superstable.

A

AL AB)
Stable

A6)

A6 - A4
Positive

parking(u) = (uy, ..., ul,_1;s") effective si et seulement si s’ > 0.



Calcul naif de la fonction de parking parking(u) sur K.

Une configuration est de parking relativement a un puits si:
elle est stable, positive hors du puits et superstable.

A

AL AB)
Stable

A6)

A6 - A4
Positive

parking(u) = (uy, ..., ul,_1;s") effective si et seulement si s’ > 0.



Calcul naif de la fonction de parking parking(u) sur K.

Une configuration est de parking relativement a un puits si:
elle est stable, positive hors du puits et superstable.

A

AL AB)
Stable

A6)

A6 - A4
Positive

AL AQ): AG)
Superstable

parking(u) = (uy, ..., ul,_1;s") effective si et seulement si s’ > 0.



Calcul naif de la fonction de parking parking(u) sur K.

Une configuration est de parking relativement a un puits si:
elle est stable, positive hors du puits et superstable.

A

AL AB)
Stable

A6)

A6 - A4
Positive

AL AQ): AG)
Superstable

Pour Kj,, un calcul plus arithmétique détermine parking(u) en
temps linéaire.

parking(u) = (uy, ..., ul,_4;s") effective si et seulement si s’ > 0.



Un algorithme glouton calculant le rang sur K,

rank(v) f>0]|u —n}”[])as effective deg(f) ~ 1
1: u < parking(u); rank <— —1
2: Tant que s > 0:
3 u < enlever un grain sur un sommet sans grain de u
4 u <« parking(u)
5 rank < rank +1
6: Retourner rank

Pour une configuration u > 0, telle que u; = 0, il existe une
suppression optimale de grains g telle que g; > 0.

u
—(f — ac1) )
{vi=0=v;} v (J—) (ij).v
N —ae) {= (i) [-a<])

{ pas effective ju—f === (ij).[u— f]



Une interprétation géométrique d'une itération.

Configuration parking maximale.

(0,1,2,3,4,5,6,7;s) >

Configuration  parking initiale.

(0,0,1,1,4,4,5,6; s)

Enlever un grain sur le premier 0.

(—-1,0,1,1,4,4,5,6;s)

Ebouler le puits pour positiver.

(0,1,2,2,5,5,6,7;5 — 8)

Ebouler ailleurs pour parking.

(455763670707172;5 _4)

Trier pour représenter |'orbite.

(0505 17274757676;5 - 4)




Une interprétation géométrique d'une itération.

01234567

Configuration parking maximale.

(07 17 27 3747 57 67 7; 5) 2

Configuration  parking initiale.

(0,0,1,1,4,4,5,6; s)

Enlever un grain sur le premier 0.

(—-1,0,1,1,4,4,5,6;s)

Ebouler le puits pour positiver.

(0,1,2,2,5,5,6,7;5 — 8)

Ebouler ailleurs pour parking.

(4,5,6,6,0,0,1,2;5 _4)

Trier pour représenter |'orbite.

(0505 15234757676;5 - 4)




Une interprétation géométrique d'une itération.

00114456

Configuration parking maximale.

(07 17 27 3747 57 67 7; 5) 2

Configuration  parking initiale.

(0,0,1,1,4,4,5,6; s)

Enlever un grain sur le premier 0.

(—-1,0,1,1,4,4,5,6;s)

Ebouler le puits pour positiver.

(0,1,2,2,5,5,6,7;5 — 8)

Ebouler ailleurs pour parking.

(4,5,6,6,0,0,1,2; 5 — 4)

Trier pour représenter |'orbite.

(0505 17234757676;5 - 4)




Une interprétation géométrique d'une itération.

-10114456

Configuration parking maximale.

(07 17 27 3747 57 67 7; 5) 2

Configuration  parking initiale.

(0,0,1,1,4,4,5,6; s)

Enlever un grain sur le premier 0.

(—-1,0,1,1,4,4,5,6;s)

Ebouler le puits pour positiver.

(0,1,2,2,5,5,6,7;5 — 8)

Ebouler ailleurs pour parking.

(4,5,6,6,0,0,1,2; 5 — 4)

Trier pour représenter |'orbite.

(0505 17234757676;5 - 4)




Une interprétation géométrique d'une itération.

01225567

Configuration parking maximale.

(07 17 27 3747 57 67 7; 5) 2

Configuration  parking initiale.

(0,0,1,1,4,4,5,6; s)

Enlever un grain sur le premier 0.

(—-1,0,1,1,4,4,5,6;s)

Ebouler le puits pour positiver.

(0,1,2,2,5,5,6,7;5 — 8)

Ebouler ailleurs pour parking.

(4,5,6,6,0,0,1,2; 5 — 4)

Trier pour représenter |'orbite.

(0505 17234757676;5 - 4)




Une interprétation géométrique d'une itération.

45660012

Configuration parking maximale.

(0,1,2,3,4,5,6,7;5) >

Configuration  parking initiale.

(0,0,1,1,4,4,5,6;s)

Enlever un grain sur le premier 0.

(-1,0,1,1,4,4,5,6;s)

Ebouler le puits pour positiver.

(0,1,2,2,5,5,6,7;5 — 8)

Ebouler ailleurs pour parking.

=

(475767670707172;5 _4)

Trier pour représenter |'orbite.

IN

(0,0,1,2,4,5,6,6;s — 4)




Une interprétation géométrique d'une itération.

00124566

Configuration parking maximale.

(0,1,2,3,4,5,6,7;5) >

Configuration  parking initiale.

(0,0,1,1,4,4,5,6;s)

Enlever un grain sur le premier 0.

(-1,0,1,1,4,4,5,6;s)

Ebouler le puits pour positiver.

(0,1,2,2,5,5,6,7;5 — 8)

Ebouler ailleurs pour parking.

=

(4a57676707071>2;5 _4)

Trier pour représenter |'orbite.

IN

(0,0,1,2,4,5,6,6;s — 4)




Une interprétation géométrique d'une itération.

Configuration parking maximale.

(0,1,2,3,4,5,6,7;5) >

Configuration  parking initiale.

(0,0,1,1,4,4,5,6;s)

Enlever un grain sur le premier 0.

(-1,0,1,1,4,4,5,6;s) \

Ebouler le puits pour positiver. \

(0,1,2,2,5,5,6,7;5 — 8)

Ebouler ailleurs pour parking.

=

(475767670707172;5 _4)

Trier pour représenter |'orbite.

IN

(0,0,1,2,4,5,6,6;s — 4)




Une interprétation géométrique d'une itération.

Configuration parking maximale.

(0,1,2,3,4,5,6,7;5) >

Configuration  parking initiale.

(0,0,1,1,4,4,5,6;s)

Enlever un grain sur le premier 0.

(-1,0,1,1,4,4,5,6;s) \

Ebouler le puits pour positiver. \

(0,1,2,2,5,5,6,7;5s — 8) |

Ebouler ailleurs pour parking.

=

(475767670707172;5 _4)

Trier pour représenter |'orbite.

IN

(0,0,1,2,4,5,6,6;s — 4)

match d with | ad’bd” — d”abd’



Une interprétation géométrique d'une itération.

Configuration parking maximale.

(0,1,2,3,4,5,6,7;5) >

Configuration  parking initiale.

(0,0,1,1,4,4,5,6;s)

Enlever un grain sur le premier 0.

(_170717174747576;5) 4

Ebouler le puits pour positiver. 3

(0,1,2,2,5,5,6,7;s — 8) 2

Ebouler ailleurs pour parking. 1

=

(475767670707172;5 _4)

Trier pour représenter |'orbite.

IN

(0,0,1,2,4,5,6,6;s — 4)




Une interprétation géométrique d'une itération.

Configuration parking maximale.

(0,1,2,3,4,5,6,7;5) >

Configuration  parking initiale.

(0,0,1,1,4,4,5,6;s)

Enlever un grain sur le premier 0.

(_170717174747576;5) A

Ebouler le puits pour positiver. 3

(0,1,2,2,5,5,6,7;s — 8) 7

Ebouler ailleurs pour parking.

=

(475767670707172;5 _4)

Trier pour représenter |'orbite.

IN

(0,0,1,2,4,5,6,6;s — 4)




3/3 Etude énumérative.



Distributions de la bistatistique (degree, rank).

K,(d,r) = Z (fdegree(u) prank(u)
u parking

{ configurations parking de K} ~ {arbres couvrants de K,} x Z



Distributions de la bistatistique (degree, rank).

K (d, r) = Z (/degree(u) prank(u)
u parking
{ configurations parking de K,} ~ {arbres couvrants de K} x Z
L'énumération des configuration qui ne sont pas effectives satisfait
d-1
[r YK (d, r) = 1_7(/_1?"(/ 1,e:d)

ou Tp(i,e) est le polynéme de Tutte de K.
Cette égalité est valable pour tout graphe G.



Distributions de la bistatistique (degree, rank).

K (d, r) = Z (/degree(u) prank(u)
u parking
{ configurations parking de K,} ~ {arbres couvrants de K} x Z
L'énumération des configuration qui ne sont pas effectives satisfait
d-1
[r YK (d, r) = 1_7(/_1?"(/ 1,e:d)

ou Tp(i,e) est le polynéme de Tutte de K.
Cette égalité est valable pour tout graphe G.
Puisque rank(c.u) = rank(u) on considére aussi

Kn(d,r) = Z dearee(u) prank(u)
u parking triée

{ parking triées de K} ~ {chemins de Dyck de taille n — 1} x Z



Symétrie héritée d'un théoreme de Baker et Norine.

6 14

s 1|14 y§141

r4 E y132

3 412 y 124

r2 1]2[7]10 y o721

# I yi718[3]2

0 1]2(4|7(8/9]4 y 41918 7141211

r—1[141a1312]10] 7] 4] 1 y'l1]4]7 10121314
d=83d0d  d2 d3 d* d5 d® o7 d® d9d Y1 y12 XTXTXTXTXTXTX



Symétrie héritée d'un théoreme de Baker et Norine.

6
:5 1 1414 Yg 141

rt 2113 Y32

r? 412 y 124

r2 1]2[7]10 yo7i2]1

r! 2|3]8]7 y171813]2

0 1/21417]8l9]4 y04987421
r~114/14]13[12]10[ 7 | 4|1 y 10 41 72121312)1‘61

d=8 0 d 2 B d* B db d” o dOd Y12 X0 xt X2 x3 x* x> x

Les configurations umax = (0,0,...,0;5s) et

tmin = (0,1,2,...,n—1;s) définissent le support.



Symétrie héritée d'un théoreme de Baker et Norine.

6
:5 1 1414 Yg 141

rt 2113 Y32

r? 412 y 124

r2 1]2[7]10 yo7i2]1

r! 2|3]8]7 y171813]2

0 1/21417]8l9]4 y04987421
r~114/14]13[12]10[ 7 | 4|1 y 10 41 721(3)131;)’)12

d=8 0 d 2 B d* B db d” o dOd Y12 X0 xt X2 x3 x* x> x

Les configurations umax = (0,0,...,0;5s) et

Umin = (0,1,2,...,n—1;5) définissent le support.
Pour la configuration fixe K = (d; — 2); et toute configuration u:

rank(u) — rank(K — u) = degree(u) — (m — n).



Symétrie héritée d'un théoreme de Baker et Norine.
14

[=)]

s 1|14 Y§ 1411

rt 2113 Y32

r3 4112 )/3 12| 4

r2 1]2[7]10 yo7i2]1

rt 2(3[8[7 y1813.2

0 11214]718l9la y04987421
r~114]14/13]12/10[7 |4 |1 y 10 41 7212131;)’)12

d=8 0 d 2 B d* B db d” o dOd Y12 X0 xt X2 x3 x* x> x

Les configurations umax = (0,0,...,0;5s) et

Umin = (0,1,2,...,n—1;5) définissent le support.
Pour la configuration fixe K = (d; — 2); et toute configuration u:

rank(u) — rank(K — u) = degree(u) — (m — n).

Soit xpara(u) = rank(u) — degree(u) et ypara(u) = rank(u) + 1
Kn(x,¥) =2, parking triée xxpara(u) yypara(u) satisfait

Kn(x,y) = xCyKo(d - 1/x,r 2 xy) et Ko(x,y) = Knly. x).



Reformulation de Kj,(x, y) en terme de chemins binomiaux

Pour interpréter K,(x,y) on utilise
I'ensemble de mots binomiaux

W, = {w|w = w".EE,w" € N"WWE"?}

Kn(X7 y) = Z XXpara(Q’W)yypara(Q:W)‘
(Q,w)eZx W,
Le poids de la lettre E dans (Q, p.E.s)
est
yh sih>0
1 sih=20
x" sih<o0 0

ol h=Q—1+|ply —|ple-
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y
Pour interpréter K,(x,y) on utilise yg
I'ensemble de mots binomiaux B )K/'z
1
W, = {w|w = w".EE, w" € N"WE"2} %yl
| L NAAANANAA
X
Kn(x,y) = Z XXpara(Q,W)yypara(Q,W)_ // ii
(Q,w)EZX W, // X‘Sl
Le poids de la lettre E dans (Q, p.E.s) /’I, X
est 5 ] p
y si h>0 Q=73 P
1 sih=0 ,/’
x~h sih<0 0
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Une expression pour K(x,y; z)

K(x,y; z) Zny

n>1

(1-2)(1 iX)(l ~) > aijlayiz)e(xixa) elyiyzy

Y) o<ij<2
(clyiyz)z +1)(c(x; x2)z + 1)(c(x; x2)c(yi yz)z — 1)
ou les (ajj(x, y; z))ij sont des polynémes explicites,
T(g;92)
T(q:2)
est un g-analogue des nombres de Catalan comptant I'aire sous les
chemins de Dyck.ou

(g:2) =

n(n+1)(__\n

q z
rlaie) =
>0 1 q)n

ou

(g:a)n=(1—a)(1—qa)...(1 —q" la).



|dentité intermédiaire principale

On rappelle que T(q; z) est défini par

{T(q:Z) = T(g:qz) — zT(q; 9°2)
T(q:1) = 1

On pose pour tout / > 0

_ 4'2T(q:9"2)

U= G g
sachant que ( )
v I(gqz
lai2) = T(q:2)
0
Q1+ 3 (@2 + 1) [ @ = 17 (clai) ~<(a:42) - Qo1+ Q)

i>1 j=i
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» Ces distributions (degree, rank) ont peut-étre déja été
étudiées.
» D’autres échelles pour décrire cet algorithme:

» Mots de Dyck : ad’bd” — d"abd’
Une conjugaison par une involution 7 préservant le dinv,
associe cette réécriture a un flip du dernier maximum.
L'image par 7 de area est prerank qui satisfait parfois

prerank(Upegin) — prerank(Ueng) = rank(Upegin)-

» Matrice de transfert “circulante”.



